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§1. ВВЕДЕНИЕ.

ПРЕДЕЛ КОМПЛЕКСНОЙ ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВА­
ТЕЛЬНОСТИ. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ C КОМПЛЕКСНЫМИ 

ЭЛЕМЕНТАМИ1. Теория функций комплексного переменного является про­должением анализа функций вещественного переменного. В этой теории как функция, так и аргумент принимают комплексные зна­чения, Отметим, что основные понятия теории функций комплек­сного аргумента являются непосредственным обобщением соотве­тствующих понятий теории функций действительного переменно­го. Глубокая аналогия в основных определениях влечет за собой столь же глубокую аналогию во многих теоремах. Однако в те­ории функций комплексного переменного многие методы и многие теоремы не имеют аналога в вещественной области.Комплексные числа z=x + zy будем интерпретировать как точ­ки комплексной плоскости.
Определение 1. Окрестностью 

точки zq назовем всю совокупность то­
чек, попадающих в круг некоторого 
радиуса δ с центром в точке z0. Это значит, что окрестность точки zq ради­уса δ составляют все точки z, удов­летворяющие неравенству ∖z — г0| < δ. (рис. 1).*

* На рис. 1 символ z есть обозначение комплексной плоскости.

Рис. 1
II. Предел комплексной числовой последовательности.Введем определение предела для последовательности комп­лексных чисел.
Onp ед'е ле ние 2. Комплексное число с называется пределом 

последовательности комплексных чисел zλ, z2, ..., zn, ..., если 
абсолютная величина разности ∖zn-c∖ стремится к нулю с рос­
том номера п, т. е. Iim ∖zn—с|=0. Записывается это так

л →αo
limzn=c.
п. ѵоо

о и



В этом случае говорят, что последовательность zuz2,∙..,zn,... сходится к с.Так как абсолютная величина разности ∖zn-c∖ есть веществен­ное число, то определение предела для комплексной последова­тельности сведено к определению предела для вещественной по­следовательности.Стремление к нулю модуля разности ∖zn-c∖ означает, что ка­ково бы ни было є > О, ∖zn d <εпри всех достаточно больших /г. Следовательно, при достаточно больших п элементы последовательности zn попадают в ε-oκpec- тность точки с (рис. 2).

Рис. 2Пример 1.1. Рассмотрим последовательностьLkJ I4-L _L . J_1 2 ’ 4 ɪ 4 ’ ” ” 2,г ' 2/г ” *I-H’ i, 2 , . . . ,Пределом тельно, данной последовательности является нуль. Действи-
+ {п — О ɪ

2n 14√
= 22>γ ÷θ при ∞ •Известно, что каждое комплексное число определяется парой вещественных чисел z≈x-}-iy. Поэтому одна последовательность комплексных чисел порождает две вещественные последователь­ности

{xn≈Rezn} n≈= 1, 2, 3, . ..{j∕zz=Im^} n=↑, 2, 3, ...Оказывается, имеет место следующее утверждение.
Лемма 1. Предел последовательности {zn} существует в 

том и только в том случае, если существуют пределы после­
довательностей вещественных частей {xn} и мнимых частей 
{yn] чисел Zn.



Причем limzzz=limxzz+∕limyzz.
∕Z->00 ∏→ 00 n→ZQДоказательство. 1) Пусть существуют пределы limxzz=α, limyzz=β 

/г-V оо n→ оои пусть c≈a+iβ. Тогда lim∣zπ-c∣==limj∕(xn-а_)2+(у„ —β)2=0 M→oc ∏->∞ "'и, следовательно, limzzz = c.
∏→oo2) Пусть существует

∖∖mzt~c=aТогда из неравенств
∖xn~a∖ ≤ ∣zzz-с|,k-β!≤∣⅞-f∣следует, что 1 im∣Λ,zz—и| — lim∣yzz—в\— О, 

λ~>oo~т.е. limxzz=α limyzz=tf.
^→oo Λ->∞Замечание. Можно показать, что еслиIimzzz ≠ О,

n→ ∞то существуют пределы последовательностей {∣zzz∣} и {argzzz}. Верно и обратное, т. е. из существованияlim∣zzz∣ и Iimargzzz
п → ∞ п ~*  ∞следует существование Iimzzz.

п → ∞Если же Iimzzz=O, то последовательность {argzzz} не обязана 
n→-∞иметь предел; однако, необходимым и достаточным условием этого случая является равенствоIim I zn I = 0.

Ш. Числовые ряды в комплексной плоскостиПусть дана последовательность комплексных чисел znz2, z3, ..., zzz,... составим новую последовательность так называемых частичных сумм
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^/-'zi+z2÷ + ZnЭта последовательность обозначается символом бесконечной суммы + ⅞ + и называется рядом.
Определение 3. 

величина Sn стремится

∞
Ä=1

Если при бесконечном возрастании п 
к пределу,

S- ɪim Sn,
↑l→ ∞то, говорят, что бесконечный ряд

zI + z2~⅛^ +z∕z÷ ”• = V1 Zk

k≈∖
сходится и имеет сумму S5 = ^i + <^2 ^b∙∙∙ ^~zn~i~ •••Если же Sn не стремится к пределу, то бесконечный ряд расхо­
дится.

Лемма 2. Существование суммы S комплексного числового 
ряда эквивалентно существованию сумм у ряда, составленного из 
вещественных частей и у ряда, составленного из мнимых частей 
членов исходного ряда. Причем S = ujriυ, где

OO ∞

u=S x* V = Syk
Ы /г = 1Доказательство. Возьмем частичную сумму Sn рас­сматриваемого ряда и преобразуем ее

Sn=zl+z<2+ ... +zπ = (x14-x>+ ... +xπ)+i(j1÷y2+ ... +yπ)=zzn+z⅛n.Таким образом доказательство леммы сведено к использова­нию леммы 1.Как и в случае вещественных рядов, для рядов с комплексны­ми членами вводится понятие об абсолютной сходимости ряда. Предположим-, что сходится ряд, составленный из модулей членов некоторого комплексного ряда 2i÷^2÷...÷2zz+ ..., т. е. сходится ве­щественный знакоположительный ряд
б



Это значит, что его частичные суммы ограничены при всех ¡i + z2 ... + zn <Z M• • •(М — некотораяНо так как константа)
то

п

v Iх*

* Напомним, что ограниченность частичных сумм является необходимым н достаточным условием для сходимости знакоположительного ряда. ;

fe=l
Ê n<λi∙
ä=1

OOОтсюда вытекает сходимость ряда у ∣xft∣, а значит, и ряда
⅛≈ιг *со

V
Ä-1 По этой же причине сходится ряд

ооJ∕ι+y2+ ... +yn + ... = V yk.
Ä=1Тем самым доказана сходимость ряда'2'14-'2'2~t~ ••• “b У %k*  fe = lполучен следующий результат.

3. Если сходится ряд, составленный из модулей чле-
Итак, нами

Лемма
нов некоторого ряда, то и сам ряд сходится.Пример 1.2. Выясним вопрос о сходимости ряда

3 τ 3 9 ɪ 9 J "r ’ ∖ 3rt π3n у ’Рассмотрим ряд, составленный из модулей членов данного ря­да. Мы имеем
V KlІ 3«
п=1Этот ряд сходится, значит данный ряд 

сходится абсолютно.
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` Определение 4. Если сходится ряд, составленный из моду­
лей членов •' ; ряда, то ряд называется абсолютно
сходящимся.3 а м е ч а н и е. Необходимо отметить, что из сходимости ряда 

ZEfr абсолютная сходимость, вообще говоря, не следует.П р и м ер 1.3. Выяснить вопрос о сходимости ряда (4^ +zj+(4^ ^i ɪ) + ∙∙∙+(⅛+(-ι)"~4^V)+-
Ряд, составленный из вещественных частей1J-1J- lɪɪ ɪ ɪ V ɪ ••• + I • ••> сходится.Ряд, составленный из мнимых частей 1---- 4- + -4-----

Z о— ... (—l),z^1 ɪ + ... , также сходится, следовательно, исходныйряд сходится. Однако абсолютной сходимости нет, так как+ (-1)"-U 1 
п > ɪ

п∞ 1а ряд V ɪ расходится.∕z = l
Вопросы и задачи 

/. Повторение материала из теории комплексных чисел *.1. Какие комплексные числа называются равными?2. Как определяются действия сложения, умножения и деления комплексных чисел в алгебраической форме?3. Что такое модуль комплексного числа?4. Где расположены точки г, для которыха) ∣z∣>5,б) ∖z—¿¡<3,в) ∣z4-2z∣≡⅛2,г) ∖z-44-5/1=5,д) Re2>3,е) Imz<4,ж) 2<∣z∣<4.* Литература для повторения:а) Балтага В. К. «Комплексные числа». APTA, 1956 г.б) Киселев. Алгебра, ч. II.8



5. Что такое аргумент комплексного числа?6. Где расположены точки z, для которыхx π πa) -ξ- < arg Z < ɪ ,
•б) arg (z-Z) = ɪ.в) -ɑ- < arg (г-H2Z) <7. Как производится умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме? В показательной форме?У. Найти: a) (H-∕j∕^3~)3; б) (]/3 ~z)δ∙

II. Предел числовой последовательности. Числовые ряды 
в комплексной плоскости.1. Сформулируйте определение окрестности точки.2. Записать с помощью неравенства окрестность точки і радиу­са 5, показать соответствующую область на рисунке.3. Дать определение сходящейся последовательности комплекс­ных чисел.4. Показать, что, если сходится последовательность модулейIim ∖zn∖~г 

n→ ∞и последовательность аргументовIim argφn==φ,
7Z→ooто сходится последовательность
ZiyZ2f.. »причем Iim zn=re⅛.5. Сформулировать определение сходящегося ряда.6. В какой взаимосвязи находятся понятия сходимости и абсо­лютной сходимости ряда?7. Проанализировать, па каких теоремах из математического анализа основано доказательство леммы о связи сходимости и аб­солютной сходимости ряда.8. Выяснить вопрос о сходимости рядова) (1 ÷ Z)+ iɪ + ɪʌ ÷ ... + iɪ,r ÷ Z ʌ ÷ ... ;

+
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§ 2. ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА. 
ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНОСТЬI. Рассмотрим некоторое множество M комплексных чисел (в дальнейшем под M будем подразумевать, как правило, совокуп­ность всех точек плоскости пли же часть плоскости, ограниченной одним или несколькими гладкими или кусрчно-гладкими конту­рами.

Определение 5. Если каждому комплексному числу z, при­
надлежащему множеству М, соответствует вполне определенное 
единственное значение комплексной переменной W, то W называют 
однозначной функцией комплексного аргумента z, определенной на 
множестве Μ. Записывают это так w = f(z).Кроме однозначных функций, существуют многозначные, т. е. такие функции, где одному значению z соответствует несколько значений w. В дальнейшем, если не будет оговорено противное, мы будем рассматривать однозначные функции.Аргумент z определяется парой вещественных чисел х и у 
z-=x-]-ly, tW- также определяется парой вещественных чисел 

и н v ~cj=ιι-∖-iv.поэтому функциональная зависимость w—/(г) может быть пред­ставлена следующим образом
τsj=u-τiτ)-f(z)==u(x,y') + iv(x,y).Это значит, что функции ιw=f(z) могут быть поставлены в соот­ветствие две вещественные функции и и ѵ двух вещественных аргументов х и у.Рассмотрим примеры.Пример 2.1. Функция ,w=z2 определена и однозначна для всех точек z комплексной плоскости. Найдем функции U и V. Для этого подставим вместо z x-∖-iy и выделим вещественную и мнимую часть

z2=(χ+іу )2=x2—у2 2χy ItОткуда следует:
u(x,y)-=x2—у2.

v(x,y)=2xy.Пример 2.2. w=Arg z. Эта функция определена для всех г, кроме z=0. Здесь каждому значению г соответствует не одно значение функции, а бесконечно много. Например, z≈i соответ­ствует Arg г=⅛2^π, 6=0, +1, ÷2,...В дальнейшем будем обозначать через argz тот из аргумен­тов числа zi который лежит в пределах (0,2π). ТогдаArgz=argz÷26π k=0, +1, +2,...10



Так как аргумент комплексного числа вещественный, тоRe W=U (x,J∕)≈ ArgZ,Im tw=v(x,y)=0.Напомним, что функцию вещественного аргумента можно гео­метрически представить некоторой кривой в плоскости. Интерпре­тировать подобным образом функцию комплексного аргумента мы не можем, так как z и w определяются четырьмя действительны­ми числами X, у, и, ѵ и нам потребовались бы четыре измерения. 'Поэтому здесь вводят в рассмотрение две комплексные плоскости: плоскость аргумента z и плоскость функции w*(pnc.  3).

Рис. 3Пусть zɪ принадлежит множеству Μ. Отметим точку zɪ в плос­кости z. Найдем значение функции, соответствующее zɪw1=∕(z1),
ιwi отметим в плоскости W.Поступив таким образом со всеми точками из множества М, мы получим в плоскости W отображение этого множества. Итак, геометрической интерпретацией функций комплексного переменно­го является отображение одной комплексной области на другую.Пример 2.3: w = z÷2. Функция определена на всей плоскости. Возьмем любую точку Z0 в плоскости z (рис. 4).

Рис. 4Ее образом в плоскости w будет точка w0, полученная сдвигом точки Z0 на две единицы вправо параллельно действительной оси. Отображение с помощью функции w = z+2 означает, таким обра­11



зом, параллельный перенос всей плоскости на две единицы парал­лельно действительной оси.
II. Предел функции, непрерывность. Предположим, что функция 

w=f(z) определена в некоторой окрестности ТОЧКИ Z0-
Определение 6. Комплексное число А называется пре­

делом функции f(z) в точке z0, если абсолютная величина раз­
ности ∖f(z)-At стремится к нулю, когда Z стремится к z0m.e.Iim .f(z)—А\=0;

z→zqзаписывают это так 
А — lim∕(z).Рассмотрим геометрическую интерпретацию введенного опреде­ления предела (рис. 5).

Если функция w = j(z) имеет предел А при z→z0, то согласно определению каждая внутренняя точка левого круга радиуса о == δ(ε) перейдет внутрь правого круга произвольно заданного ра­диуса ε.Подобно тому как это было показано для предела комплекс­ной последовательности, можно доказать следующие две леммы.
Лемма 4. Существование предела у функции f(z}=ιι(xpy)-∖- 

-∖-iv(x,y), когда z стремится к z0-x0-∖-iy0, эквивалентно суще­
ствованию пределов у функций u(x,y) и tv(x,y) в точке (х0, у0), 
причем Iim /(z) = Iim u(x, y)⅛∕ Iim v(xf у).

z→z0 x+x0 x→x0V→J'o У →y о
Лемма 5. Существование предела у функции f(z} в точке 

z0 эквивалентно существованию предела у wgf(z) и ∣∕(z)∣ в 
той же точке z0.

Определение!. Если функция w= f(z) определена в точке 
Z0 и Iim /(z) =∕(z0), то функция называется непрерывной в 

z→z0
точке z0.Приведенные определения дословно повторяют соответствую­щие определения функций вещественного переменного. Это озна-12



'чает, что для комплексного переменного сохраняются все основные теоремы о пределах и непрерывности, доказанные в курсе веще­ственного анализа.
Вопросы и задачи1. Сформулировать определение функции комплексного аргу­мента.2. Найти вещественную и мнимую часть функцийа) tw=z∖ б) ιw = ∖z∖t в) tw=z,3. Найти отображение плоскости z ■ . .: tосуществ­ляемое функциями

. Tr-
1 2a) tw=Зг, б) ,w=ze , в) ,w=z-∖-c2i.4. Дать определение предела функции комплексного аргу­мента.5. Какие функции комплексного аргумента называют непре­рывными?

6. Функции Rez z Re(z2) zRez
~τ~-' W ~PP ~w~определены для z≠0. Какие из них могут быть доопределены в точке Z=O так, чтобы они стали непрерывными в этой точке?

§ 3. ПРОИЗВОДНАЯ. УРАВНЕНИЯ КОШИ —РИМАНА. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ. 
ПОНЯТИЕ О КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ

I. Производная. Предположим, что функция w=f(z) задана в некоторой области, содержащей точку zɑ. Рассмотрим прира­щение функции при изменении аргумента от Z0 до z0-j-Az и от­несем это приращение функции к приращению аргумента zʌw = /(z0 + ∆z) — /(Z0) .
∆z ∆z

Определение 8. Если существует предел отношения прира­
щения функции к приращению аргумента, когда приращение аргу­
мента стремится к нулю, то этот предел называют производной 
функции в точке Zq и обозначают f'(z0)

lim∕(⅞+Δ3)-∕(⅞)
Δz→0 zа функцию f(z) называют дифференцируемой в точке Z0 • Несмотря на то, что определение производной повторяет уже известное из 13



курса анализа, дифференцируемые функции комплексного пере­менного обладают по сравнению с дифференцируемыми функция­ми действительного переменного многими дополнительными свой­ствами. Причина появления их заключается в том, что требование существования производной функции комплексного аргумента яв­ляется более сильным, чем требование существования производной функции действительного аргумента, а именно: требование суще­ствования производной функции действительного переменного оз­начает существование предела отношения при приближении точки x+∆x к точке X по двум направлениям, слева (Δx<0)h спра­ва (Δx>0) и совпадения этих пределов.Требование же существования производной функции f(z) комплексного переменного означает существование предела от- ∆w ∙ношения при приолижении точки z-∖-⅛z к точке Z по любо­му пути, по любому из бесконечного множества различных на*  правлений, и совпадение всех этих пределов.Пример 3.1. Найдем производную функции rw=az-∖-b (а и 
Ь—комплексные числа)∆w  [β(2o-}~∆z)-∣-h] — +• Ь]

∆z ∆z
1. ∆wIim∆2→0Функция <w=aZ'}~b дифференцируема при всех z и tw'-a. Пример 3.2. Пусть rw~z. Это значит, что, если

z — X 4- і у,то
iw = X — Iy.Дадим величине z приращение ∆z. Тогда∆w=zo+∆z — ∆zo = ∆z. Имеем л — I-'∆w   ∆z   ∆x—Z∆y   ∆λ'∆z ∆z λx-∖-iλy ɪ . . ∆y~ ’

ИО ду-⅛ = tgφ(см. рис. 6). Поэтому ∆W   1—Ztgφ
^∆Z 1 + І tgφЭто отношение, таким образом, не зависит от ∣∆z∣ и с изменением φ изменяется. Предел зависит от способа стремления ∆z к нулю, следовательно, функция не имеет производной.14



Этот пример показывает, что даже простейшие функции могут оказываться недифференцируемыми в комплексной плоскости. За­метим, что вещественная и мнимая часть рассмотренной функции 
(u = x, V = —у) имеют частные производные по X и у. Следователь­но, для дифференцируемости f(z) недостаточно дифференцируемо­сти по X и у ее вещественной и мнимой частей. Нужны дополни­тельные условия. Выясним, какими они должны быть.

II. Условия Коши—Римана. Предположим, 4τo∕(z)=w, диф­ференцируемая в точке Z. Это значит, что существует Iim и Δz-0 az не зависит от закона стремления Δz=Λx-∖-iΛy к нулю. Пусть сначала ∆^=∆x. Тогда (рис. 7)

Рис. 7Рис. 6
∆x.. ∕∆lZ , . ∆v \-ilΓo + ⅛) ^Теперь выберем ∆z=z∆j∕ (рис. 8) и водной/'(Z)=Iim = Hm

∆2→0 az Δy→0 1У

ди . . дѵ+ ⅛∙найдем значение произ-
1. / ∆v . ∆fi= Iim -г----- і

∆V→O∖ ʌʃТак как пределы
ТО

. ди
І 3--- •фудолжны совпадать, ~ .г

ди . дѵ 
дх * ¿ дх

ди . ди
ду 1 дуСравнивая вещественные и мнимые части, Рис. 8находим

ди ___дѵ
дх ду ’

дѵ   ди
дх дуТаким образом, мы доказали следующую теорему: 15



Teope ла 1. Если функция f{z} = u(x, y} E'cv[x, у) имеет про­
изводную. то функции u(x,y) и v(x,y) имеют частные произ­
водные, связанные условиями

ди ди ди дѵ
дх ду 1 ду

* Аналитическую функцию называют также голоморфной, регулярной, мо- ногенной.

дхПолученные условия называются условиями Коши—Римана или Эйлера—Даламбера.Пример 3.3. Проверим выполнение условий Коши—Римана для функции W = Z2.Ранее мы нашлиОтсюда
ди 
дхУсловия Коши-Римана, таким образом, выполнены.Пример 3.4. Рассмотрим функцию u=X', V=—у.

ди___Q ди
ду ’ ду

дѵ≠ -ς- ни при каком Z условия Римана не вы-полнены. Значит, функция w = z нигде не дифференцируема. При некоторых дополнительных ограничениях условия Коши—Римана будут не только необходимыми, по и достаточными для дифферен­цируемости функции w=f(z) = и+іѵ.
Теорема. 2. Если в некоторой точке комплексной плоскости 

первые частные производные от функций ииѵ (u = Ref(z) 
v = Imf(z)) непрерывны и удовлетворяют условиям Коши—Рима­
на, то в этой точке существует производная f'(z).

Определение 9. Функция называется аналитической, в не­которой области D, если она однозначна и имеет непрерывную производную в этой области.*
Определение 10. Функция f(z) называется аналитической 

в точке, если f(z) аналитична в некоторой области D, содержащей 
эту точку.Аналитичность в точке означает таким образом, что производ­ная существует в самой точке и в некоторой ее окрестности в то время, как дифференцируемость в точке означает лишь наличие производной в этой точке.
16



Пример 3.4. Выяснить имеются ли точки, в которых функ­ция w=zRez является аналитической. Если
w = zRez,то

u-Rlv = (x-Riy)x=x2-Rlxy 
и — X2y ѵ = ху;откуда
ди o
-r- ==%x>∂x ’

Условия Коши—Римана выполнены только при X = O и у = 0. Следовательно, функция zRez дифференцируема только в одной точке Z = O и нигде не является аналитической.
Так как основные теоремы о пределах сохраняются для функ­ций, зависящих от комплексного аргумента, а определение произ­водной функции комплексного аргумента также не отличается (по своей структуре) от определения производной для функции дей­ствительно аргумента, то нетрудно проверить, что известные пра­вила дифференцирования суммы, разности, произведения, частного, степени, функции от функции, обратной функции остаются спра­ведливыми и в случае комплексного аргумента. Это означает, что сумма и произведение двух аналитических функций есть функция аналитическая. Частное двух аналитических функций представляет собой аналитическую функцию везде, где знаменатель отличен от нуля. Сложная функция также будет аналитической в некоторой области, если все ее звенья аналитичны в соответствующих обла­стях.Пример 3.6. Легко непосредственно убедиться, что функция 

w = z аналитична во всей плоскости. На основании теорем об ана­литичности произведения и суммы можно утверждать, что много­член
Pn(^=a^zn-Raizn-4^.. + anявляется аналитической функцией во всей плоскости.

III. Геометрический смысл производной. Пусть функция 
tw≈f(z)—аналитическая в некоторой области D, ее производная 
t'(z) комплекснозначная функция и ее можно представить сле­дующим образом ∕,O) = |/'(^)1еіагг/(г<
2 Кирьянова. 513т

'*r-OG. Г. УБЛИ 4MА Я научно-техническая 
БИБЛИОТЕКА СССР
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Рассмотрим отдельно геометрический смысл модуля произ­водной и ее аргумента в какой-нибудь точке z0. где /'(zo)≠O. Пусть функция iw=j∖z} отображает область D2i плоскости z на область Dw плоскости w. Пусть при этом отображении кривая γ переходит в кривую Г (рис. 9).

На γ выберем две точки Z0 и zo⅛∆z; при отображении они перейдут в W0 и wo + ∆w. '∖z'∙. приближенно равно длине беско­нечно малого участка кривой γ, a ∣∆w∣-длина образа этого участка. Отношение этих величин указывает на растяжение или сжатие (т. е. изменение масштаба) при отображении, осуществ­ляемом функцией ,w-f(z) и, следовательно, отношение lɪi представляет собой коэффициент изменения масштаба в окрест­ности точки Z0.Предел этого отношения ⅞hιm)∣I представляет коэффициент изменения масштаба в точке Z0 при отображении w=f(z). Как мы видим этот коэффициент в точке Z0 зависит лишь от Z0 и поэтому растяжение в точке одинаково по всем направлениям.Перейдем к рассмотрению аргумента производной. Мы имеем arg-^- = argΔw-arg∆z. (3.1)Пусть кривые γ и Г имеют касательные соответственно в точках Z0 и w0, тогда arg∆z означает угол наклона секущей и, следова­тельно, в пределе при Δz→0 переходит в угол наклона касатель­ной. на кривой γ в точке Z0 (обозначим этот угол через φ). argw в пределе дает угол ψ наклона касательной к Л в точке w0. Равенство (3.1) в пределе перепишется такφ-Ψ=arg∕'(⅞),т. е. ⅛ = φ-arg∕(20)(см. рис. 9).
•л» ⅜h

*fr* л
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Последнее соотношение означает, что, если у f(z) существует отличная от нуля производная в точке го, то при отображении, осуществляемом функцией w=f(z), все кривые, проходящие через точку z0, поворачиваются на один и тот же угол, определяемый arg f'(z0). Следовательно, углы между кривыми, проходящими че­рез точку z0, сохраняются.
Определение И. Отображение одной плоской области на 

другую плоскую область, при котором сохраняются углы между 
кривыми называется конформным. Таким образом, как мы показа­ли выше, отображение какой-либо области D, осуществляемое функцией f(z), является конформным, если ¡'(z) нигде в D не об­ращается в нуль.Рассмотрим в качестве примера отображение, осуществляемое аналитической функцией w = z2. На этом частном примере проана­лизируем, что происходит в точках, где производная обращается в нуль. В нашем примере f'(z) = 2z. Производная отлична от нуля везде, кроме начала координат и, следовательно, осуществляет конформное отображение каждой области, не содержащей точки z = 0, на некоторую область в плоскости w.В плоскости z выберем верхнюю полуплоскость:0<∣z∣<∞; 0<arg2<π (рис. 10).Для rw будем иметь ∖fw∖ = ∣ε2∣ = !z∣2 и, поэтому 0<∣w∣<∞; далее 
argw=2argz, откуда 0<argw<2π.Это означает, что верхняя полуплоскость Imz > 0 при отобра­жении rw=z2 переходит плоскость w с выброшенной веществен­ной положительной полуосью (рис. 11).

Jimriiiri / гттгггтп

Рис. 10 Рис. 11Возьмем в плоскости z луч, с уравнением argz=α (а-постоян- ная). Его образом в плоскости w будет луч с уравнением arg^=2a. Это означает, что углы между кривыми, проходящими через начало координат, увеличиваются вдвое в начале коор­динат, т. е. там, где ∕z(z)-0, нарушена конформность.
Вопросы и задачи1. Сформулировать определение производной функции комп­лексной переменной. 19



2. Найти производную функции ⅛)w = z∖ 6)w=-- •
Z3. Показать, что функция w = ¡z| не дифференцируемая в нуле.4. Проверить выполнение условий Коши-Римана для функций a) w=∣z> б) w=∣z2, в) w=zɜ.5. Сформулировать определение аналитической функции в об­ласти и в точке.6. Отображение осуществляется с помощью функции W = Z2. Найти угол поворота направления, выходящего из точки z0, и коэффициент растяжения в точках:a) -z0=l, б) z0 = --ɪ-, в) z0=l + /, г) Z0=-3+4/.7. Найти характер отображения, осуществляемого функцией a) w — 3z+4, б) w= ɪ •8. Какая часть плоскости сжимается, а какая растягивается, если отображение задается функцией W = —ɪ-?

Z

§ 4. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. СВЯЗЬ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ C АНАЛИТИЧЕСКИМИПредположим, что и(х, у) и ѵ(х, у) являются вещественной и мнимой час­тями аналитической функции и притом имеют непрерывные частные производ­ные второго порядка *.

* В дальнейшем будет показано, что вещественная и мнимая части анали­тической функции всегда имеют частные производные всех порядков.

Продифференцировав тождество -⅛i = ^E. по лу а тождество
дх ду

ди __ дѵ
ду дхпо у и сложив результаты, найдем

∂2u . ∂2u
дх2 ' ду2

 ∂2v d2v
дх ду ду дхт. е.

∂2u . д'2и _Q
∂x2 ɪ ду2

Полученное уравнение называется уравнением Лапласа, а решения этого уравнения называются гармоническими функциями. Итак, мы получили, что ве­щественная часть аналитической функции есть функция гармоническая. Анало­гичный результат получается для ѵ(х, у). Для этого нужно первое из условий Коши—Римана дифференцировать по у, а второе — по х, затем сложить. Гар- 
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ионические функции тесно связаны с аналитическими. Так что справедлив ре­зультат в некотором смысле обратный к рассмотренному выше.Теорема 3. Всякая гармоническая функция является вещественной (или 
мнимой) частью некоторой аналитической функции.Доказательство будет сведено к тому, что мы построим аналитиче­скую функцию по заданной ее вещественной (или мнимой) части. Для этого достаточно подобрать так мнимую часть ѵ(х, у), чтобы вместе с заданной 
и(х, у) она удовлетворяла условиям Коши—Римана.

ди дѵ ди дѵ
дх ~ ду ’ ду дх *Составим полный дифференциал функции ѵ(х, _у)

дѵ дѵ
dv{x, у)= ~~- dx+ -57 dy.

условиями Коши—Римана, мы заменим в выражении dv производ­
m дѵ дѵТак как -v- и 

дх
должны быть связаны с частными производными

ди ди 
дх И дуные ѵ(х, у) производными и(х, у)

ди ди
dv(x, у)=- dX + -57rfy.

Итак, полный дифференциал ѵ выражен через исходные данные. Интегри­руя. получим функцию v(x,y)

(×,y)Г ди диv(ŋ)= ~∂7^+∂T^dy-(*<  √o)Приведенный интеграл не зависит от пути в силу гармоничности и(х, у). Действительно,
д / ди \ д / ∂u∖ ∂2u д?и

др I ~ др ]~ ∂F∣ дх )=— ^∂p ~ ^i⅛r=0∙
Замечание. Аналитическая функция восстанавливается по своей веще­ственной части с точностью до постоянного мнимого слагаемого, которое воз­никнет при интегрировании.
Определение 12. Гармонические функции и(х, у) и v(x, yy), удовлетво­

ряющие условиям Копіи—Римана и, следовательно, являющиеся действительной 
и мнимой частями некоторой аналитической функции

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 
называются сопряженной парой гармонических функций.
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Вопросы и задачи1. Сформулировать определение гармонической функции.2. Будет ли функция и2 гармонической, если и гармоническая?3. Как связаны между собой аналитические и гармонические функции?4. Существует ли аналитическая функция f(z')=u-∖-iu, для которойt2 - 2 ~a) ~ у2 j у2')?' , 0∙) ^=1п((я24\у2)—Λ'24~y2, в) и = в5. Найти аналитическую функцию f(z)≈u-[-iv по заданной действительной или мнимой части 1) u=x2-yz~∖ 5хУу -χ^yt ,

2) v=34-x2-у2— ~2^χ2jry2^ •

§ 5. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. 
КРУГ И РАДИУС СХОДИМОСТИ. АНАЛИТИЧНОСТЬ СУММЫ 

СТЕПЕННОГО РЯДА
I. Функциональные ряды. Рассмотрим последовательность функций fι(z), f2(z), ..., fn (z)i .., заданных в некоторой области D комплексной плоскости.Функциональный ряд∕ι(^)÷∕2O0+∙∙∙ ÷ΛW÷ ∙∙∙> (ð-l)членами которого являются функции комплексного аргумента z, может в одних точках сходиться, в других расходиться. Совокуп­ность точек сходимости называется областью сходимости данного ряда. Область сходимости либо совпадает с областью D, либо со­ставляет ее часть. Сумма ряда

f{z) = Iim Sll(z),
n→∞где

Sn(z)=f1(z)+f2(z) -∖- ... +fn(z)представляет собой функцию аргумента z, определенную в облас­ти сходимости ряда. Как и в случае вещественных рядов играют важную роль правильно и равномерно сходящиеся ряды.
Определение 13. Если в области D каждый член функцио­

нального ряда можно оценить по модулю некоторым числом
∖fn(z)∖<mn

OO

и числовой ряд У mn сходится, то функциональный ряд

OO

у fn(z) называется правильно сходящимся в области- D.
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Из определения правильно сходящегося ряда следуют выводы:1. Если ряд сходится правильно, то он сходится абсолютно и просто сходится. Действительно, положительные члены ряда
OOУ ∣∕a(^)∣ не превосходят соответствующих членов сходящегося
числового ряда ɪʃ

/г=»2. Из правильной сходимости функционального ряда следуетравномерная оценка остатка Rn(z)≈ V fk(z) этого ряда, не
k=n +1зависящая от г, т. е.где ε(∕ι)->O при ft→σo. Действительно,

OO OO

У ∞⅛=≡0)
Xj

⅛=λ÷1Следовательно, по аналогии с вещественной областью плексных функциональных рядов имеют место теоремы рывности суммы ряда,
II. Степенные ряды. Круг и радиус сходимости.
Определение 14. Ряд видаC0⅛C1z÷ C2Z2 ÷ ∙∙. ~г Cnztl~^ •••

ДЛЯ KOM-O непре-
(5 2)

ил и (5.3)C0+C1(z-z0) + C2(z-Z0)2 + ... + Cn(z-z0)n + ... 
называется степенным рядом. Коэффициенты ряда Со, c↑, заданные комплексные числа Z0 называется центром разложения, г — комплексная переменная величина. Так как ряд (5.3) полу­чается из ряда (5.2) заменой z на (z—z0), то мы ограничимся рас­смотрением степенных рядов (5.2) с центром разложения в нуле.Выясним характер области сходимости степенного ряда. Ради простоты ограничимся рассмотрением тех степенных рядов, у кото­рых существует конечный или бесконечный

C2>∙∙∙C n ,...

Iim 
n→∞ ctι + l

=R.

⅛ = ∕7 1

Однако, как можно показать, полученные при этом выводы о характере области сходимости справедливы для любых степенных рядов. Возьмем рядN+∣Φ∣ +k2ll4H∙∙∙+⅛l,1+∙∙∙, (5-4)23



составленный из модулей членов ряда (5.2) н применим признак сходимости Даламбера. Имеем:Iim
n→ ∞

kl_ . . - а
RОтсюда видно, что при ∣z∣<∕? ряд модулей сходится и, следова­тельно, исходный степенной ряд сходится абсолютно. Если |г| > 7?, то как известно из теории вещественных рядов при этом общий член ряда (5.4) и, значит, ряда (5.2) не стремятся к ну­лю при ∕z→∞. Следовательно, для точек |г| > R степенной ряд расходится. Таким образом, степенной ряд обладает простой в структурном отношении областью сходимости: это круг конеч­ного или бесконечного радиуса R. R называется радиусом схо­

димости. Если Iim
zz*̂oo

1 существует, то R определяется пре-CДеЛОхМ отношения
R = Iim

Il → ооЕсли указанный предел не существует, то пользоваться формулой (5.6) нельзя. Поведение ряда на границе области сходимости, т. е. на окружности ∣z] = R различно, необходимо дополнительное ис­следование. ■Пример 5.E Определить область сходимости ряда1+г+г2+находим A>=lim/Z→oo СП = 1.
ti + ICЗначит, ряд сходится и притом абсолютно внутри единичного круга с центром в начале координат.Пример 5.2. Определить область сходимости степенного ряда

Σ ZП

Нал о ди м /¿=1іт
fl—* ∞

СП

c∕z÷l

П\

(π÷l)!

Следовательно, ряд /Z=O Zn--γ сходится во всей плоскости.Пример 5.3. Выяснить область сходимости ряда
22Г ÷ ^4j ••• + (— 1)" (⅛jΓ÷∙∙∙
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Так как коэффициенты с нечетными индексами равны нулю,предел не существует при ∕z→∞. Для определения об­ласти сходимости введем новую переменную zi=t. Ряд (5.7) пе­репишется тогда так:⅛ + 4r~"∙ + (~1)"^(⅛÷∙∙∙ (5-8)Для определения области сходимости по t можно рассмот­реть
Cn 

cn + }

IW-I)]! _ ---------------- — ОС (2/2)!Следовательно, ряд (5.8) сходится во всей плоскости /, а ряд (5.7) сходится во всей ПЛОСКОСТИ Z.Точно также, как на вещественной оси, можно установить, что во всякой замкнутой области, принадлежащей области сходимости, степенной ряд сходится правильно и, следовательно, его сумма — непрерывная функция. Далее, как и для вещественных рядов (одна­ко в сущности более сильный), имеет место следующий результат.
Теорема 4. Внутри круга сходимости сумма степенного ряда 

со
S(z) = Ycnzn (5.9) аналитическая функция, т. е. имеет про­

пио
изводную S'(z), которая может быть получена почленным 
дифференцированием членов данного ряда∞

S'(z)^∑'^nzn-'.
п*=0 всего покажем, что(5.9). Предположим суДоказательство. Прежде же круг сходимости, что и рядIim

n→∞

(5.10)
ряд (5.1∩) имеет тот шествование

cn + іи рассмотрим предел отношения соответствующих коэффициентов ряда (5.10). Имеем
Iim

∕Z→<

ncll
(∕i÷∣)cn+1 = R.

Лалее покажем, что производная суммы S(z) существует и может быть 
сополучена путем почленного дифференцирования ряда Yic∣ιZn∙ Рассмотрим /Z = OΔS _ S(z÷∆z)-S(z) _ V г (z÷∆z)π-zn 

Lz Lz / l n " Lz
∕z = 0

(5.11)
Z выбрано в круге сходимости: ∣z∣<β. 25



Sz выберем так, чтобы не выйти из круга сходимости, т. е.
∖z+ ∆^j </?.Посмотрим, какими свойствами обладает каждый член ряда (5.11) как функция Sz. Обозначим

nzn l-↑-c2zn 2Sz-∖-...-∖- Szn 1

(z + Sz)'l-zn tιzn 1 Sz+c2nzn 2Δz2+...-{-Δz,z
Sz Sz

Θzi(∆z) непрерывная функция по Sz, так как представляет собой много­член относительно ∆z. Далее
Θ,i(∆∕) = (z-r∆z)n-zrl ___ (z -h ∆z) — Z

Sz Sz
[(z -{ ∆z)π-1+

поэтому
∆Z

≤∣^+ Sz∖n 1÷∣ Z 4- Sz∖n ⅛∣-}-...-4-! z∖tl 1. (5.12)
Выберем R1 так, чтобы Ri<R; ∣^⅛∆z∣<Ri, т. е. внутри кругасходимости мы строим круг меньшего радиуса, но так, чтобы точки zjrSz и 

Z не вышли бы из этого нового круга; тогда из оценки (5.12) следует
(z-* rSzyι~zn п-1

1Ряд (5.11) представляет собой правильно сходящийся ряд непрерывных относительно Sz функций. Его правильная сходимость вытекает из сходимости ряда числовых оценок
∑ nCnRln-χ.

n∙=lПоэтому сумма ряда представляет собой непрерывную относительно Sz функцию, следовательно, можно переходить к пределу в выражении (5.11)
ΔS V (z-{-Sz)n-ztl
ST= L Сп-------- Sz--------

/2 = 0при Sz—>0.Откуда заключаем, что
OO«$'(*)  = V CnΠZn~' .

/2 = 1Теорема доказанаСледствие. Внутри круга сходимости сумма степенного ряда имеет производные всех порядков. Любая из них может быть по­лучена, если соответствующий степенной ряд почленно продиффе­ренцировать соответствующее число раз.26



На основании последней теоремы с помощью степенных рядов можно строить аналитические функции. Приведем еще один важ­ный результат в теории степенных рядов.
Теорема единственности. Всякий сходящийся степенной ряд 

есть ряд Тейлора своей суммы.Доказательство. Пусть сходится ряд.
c(}+ci{z-a)-∖-c2{z~ α)2÷,..÷ς1(z-a)zz+...=S(z). (5.13)Положим г=а, получим C0=S(а).Далее продифференцируем (5.13) один раз и положим z=a находим, что c1-Sz(a).После /¿-кратного дифференцирования и подстановки z — aполучим ∕z!cn=S,,°(a)или же ∙St'0(≈χ) ......

cn---------- —∙ (5∙14)Подставив полученные выражения для коэффициентов сп в ряд (5.13)S(z)=S(a) + S'(a)(z-a) + У^-(г-а)'-’++
получим ряд Тейлора для функции S(z).

Вопросы и задачи1. Повторить тему «Функциональные и степенные ряды в ве­щественной области. *2. Найти область сходимости функционального ряда

* Бермант А. Ф. «Куре математического анализа». Т. 1, §§ 141—146, 1951.

∞ /Σ +
AZ = O \3. Сформулировать определение правильно сходящегося функ­ционального ряда.4. Дать определение степенного ряда.5. Какого вида могут быть области сходимости степенного ряда?6. Может ли оказаться полукруг областью сходимости степен­ного ряда (рис. 12)?7. Дать определение радиуса сходимости и написать формулу для его вычисления.
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8. Нсійтіі радиус сходимости следующих

9. Радиусы ’сходимости

б)а) V —,

рядов

(2/Ң-1)! •
рядов равны со-можно

9

/? = 0 сказатьответственноCTH рядов: /?1 h A>2. Что Zn n4∙,
// = 0о радиусах сходимо-

а) OO Cln
-fz"?.υllΣ

π = 0Предполагается, что существуют пределыIim -⅛-=-Rl и Iimr-- = /?2.
n→∞ a,ι+∖ n→∞l7n + l10. Сформулировать теорему об аналитичности ного ряда. суммы степен-

§ 6. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ 
e2, sinz, COSZ, shz, chz

ФУНКЦИИ

Í. Введем определение основных трансцендентных функций для комплексных значений независимой переменной. Очевидно, что когда показатель степени является комплексным числом, опреде­ление степени а , вводимое в алгебре, теряет смысл. Точно так же известные из тригонометрии определения тригонометрических функций sinz, COSZ, tgz, ctgz теряют смысл при комплексных зна­чениях Z. значений положим, Принимая во внимание известные для 
X разложения функций ех, sinx, cosx в по определению: действительных степенной ряд,

е2= 1 +z÷ -∣∣- ÷ ∙∙∙ ÷ ɪ + • • • (6-1)
~ Z~'

Si∏Z=Z------TT + “ETó! о!Z3
• • • (6.2)

Z4
• • • (6.3)
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Ряды, стоящие в правых частях этих равенств, сходятся, и при­том абсолютно, при любом комплексном значении г. Действитель­но, рассмотрим, например, ряд (6.1). .Ряд, составленный из модулей членов данного ряда l÷z÷...÷ ÷r" ÷..., где r= Z1, представляет собой известный показательный ряд для вещественного аргумента, который сходится при любом 
г. Значит, ряд (6.1) сходится абсолютно. Аналогично можно пока­зать сходимость рядов (6.2) и (6.3). Следовательно, равенства (6.1), (6.2), (6.3) определяют во всей плоскости комплексного пе­ременного z функции ez, sinz, eos?, совпадающие при действи­тельных Z с соответствующими вещественными функциями ех, sinx, COSX. Рассмотрим свойства введенных функций.1. Формулы Эйлера. Подставим в выражении (6.1) iz вместо 
z∖ получим

, . . Z2 iz"i l Zi f

Умножая равенство (6.2) на і и складывая с (6.3), находим, что ^⊂=cosz+zsinz. (6.4)Соотношение (6.7) называется формулой Эйлера, Заменой в (6.4) 4^z на —г можно получить вторую формулу Эйлераe>-^≈cosz-zsinz. (6.5)
(6.6)Из (6.4) и (6,5) следует

eiz-∖re~ιz . e'z-e~ιz
COSZ =------ --------, SlIlZ= ------- ---------

2. Теорема умножения для ez. Рассмотрим произведение ez на ес. Это означает, что рассматривается произведение рядов= + ^ + ...+ лї+.. Ѵ1 +ζ+-g-+...+ +..Λ
Перемножим ряды, при этом заметим, что для абсолютно схо­дящихся комплексных рядов справедливы все действия, которые были рассмотрены для абсолютно сходящихся рядов в веществен­ной области, получаемe⅛C=l + (2 + ζ)+⅛±^+ ... + ∙∙∙ = ^+'∙Итак,

e^=ez^. (6.7)Представим ez следующим образом, воспользовавшись теоре­мой умножения, затем формулой Эйлера (6.4)
ez=ex'^ιy=exeiy=ex(cosy -J-Zslnj-'). (6.8)29



ГІз этого следует, чтоRe^=£Л'со sʃ , I m ez=exs і пу.3. Периодичность ez, sin^ и cosz. Функция ez обладает чисто мнимым периодом 2πz.Действительно, ^2πi =e*(cos2π  + ∕si∏2π)-ez.(Мы воспользовались соотношениями (6.7) и (6.4)).Так как cosz и Sinz выражаются через показательную функ­цию (6.6), имеем
Z - ɔ ʌ /(^ + 2π)+^-∕(^+2π) e^^e~izCOS(z÷2π) =---------- - ----------  —-----------==CO SZ.Аналогично для Sinz sin(z + 2π)=sinz.4. Найдем производную функции ez.Так как была доказана возможность дифференцирования сте­пенных рядов в комплексной плоскости (теорема 4), найдем про­изводную, дифференцируя почленно рядez,= ^'1+г+ ɪ + ••• + (⅛y∣∙∙∙ ) =

=1+~+⅜ +∙∙∙ + ⅛^- =^2∙Аналогично получаем производные для cosz и sinz.(sinz) ^z -ɜɪ- -р ■.. —• 1 ɪ ~F ~4І ,*, ~zcosz
(cosz)'= (ɪ- ≤- ψ 4!
-(-⅛ + Z5 

5Г

Z4

Рассмотрим sin(—z)
Z3 Z5sin(-г)=-г+ ɪ--ʒj-о.

cos(-z) = 1Проверим выполнение тригонометрии, например,

...) =
j=-Sinz.

По определению 
z— ___ ʌ3! ’ •••)

cos(—z).••• = -(
(—z)2 (—г)4~2!----- F ʌɪ---..=COSZ.некоторых соотношений, известных из теорему сложения cos(z-pζ)=coszcosZ-SinzsinZ.

+• Sinz
• • •и
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Имеем cos(z⅛ζ) + zsin(z+ζ)=√iz+iy=□ el7 el' == (cosz ÷ zsinz)(cosζ+zsinζ)=coszcosζ-Sin-.Si∏^++z(sinzcosζ ч sinζcosz). (6.9)В полученный результат вместо z и ζ подставим соответственно 
—z и —ζ: cos(zφ-ζ)-zsin(z+ζ)⅛≈coszcosζ—SinzsinC——z(sinzcosζ+si∏ζcosz). (6.10)Сложим (6.9) и (6.10), Получимcos(z÷ζ)=coszcosζ-sinzsinζ.Вычитая из (6.9) соотношение (6.10), получим теорему сло­жения для sinz.Мы видим, что многие свойства тригонометрических функций для комплексного аргумента дословно повторяют известные из тригонометрии свойства Sinx и cosx. Однако у sin^ и cosz по­являются новые свойства, существенно отличные от веществен­ных Sinx И COSX.Нам известно, ЧТО тригонометрические функции Sinx И COSX ограничены по модулю единицей. Это свойство не сохраняется при переходе на всю комплексную плоскость. Покажем этот факт. Для этого оценим модуль, например coszcosz=cos(x÷zy)=cosxcoszy -SinxsinzjbПо формулам Эйлера можно записатьД1') і .-/(/у)COSZJ/ = ——------- =ChJ/;ez(Ó')_sinzy=-------- 2/--------= zshj∕.Тогда cosz=cosxchy-zsinxshy;∣cosz∣=^J/ cos2xch2y -f- sin2xsh2y. (6.11)Известно, что гиперболические функции shy и chj∕ неограни­ченно растут с ростом аргумента, поэтому из (6.11) следует, что модуль ∣cosZj может быть как угодно велик. Аналогичный ре­зультат имеет место для sinz. Однако справедлива теорема, что sin2z + cos⅛=l, которую можно доказать, используя представле­ние через показательную функцию или ряды. Зі



Пример 6.1. Найти cos/. Принимая во внимание, что⅛- + ⅛+∙∙∙>• 1 i'i I '4
COSZ=I- 2,-+ 4Іполучим chi.Пример 6.2. Панти sin(l+2Z).Так как

имеем
е '2el~e'ie 1

2і '

__ е 2(cosl-f-zsinl) — e2(cosl-~ Zsinl)__
coslÇ-H + ∕sinl(<^i=ch2s.n і + sh2cθs ɪ.

II. Определение гиперболических функций в комплексной 
плоскости. Под гиперболическим синусом sh< и гиперболическим косинусом сЬг понимают соответственно

ez-e-~z Z3 Z5
О ɜɪ 1 ʒɪ Г •••?sh^r= Z3

сііг= ez-{-e z
2

1 I— 1 4— — ÷ '2! Z4HT +

+

5

• • •всей комплексной плоскости.Ряды сходятся наРассмотрим свойства гиперболических функций. 1. Найдем производные(slʧ= f — 2
2

e~z Y= ⅜~*  =СІіг.(chz)' = shz∖2. Выясним, какая суіцествует связь между тригонометриче­скими и гиперболическими функциями. Для этого возьмем sin/г. sinz>=z>- ɪɪ- + ---- ... =I ^гф- ɪ ф- ⅛÷... ^=∕shz.Для cos/г имеем cos/г = сііг.
Вопросы и задачи1. Дать определение показательной функции ez.32



2. Найти значения
а) е б) е в) ei+i; г) ее) ei(2n+r>π (/¿ — целое).

I. Логарифмическая функция. Определение Id. w называется ло­
гарифмом числа z≠0, если (7-І)

3. Какие свойства показательной функции вещественной пере­менной ex переносятся на функцию ezl4. Как определяются функции siπz, cosz?5. Найти:а) sin/; б) cos (I--J-Z); в) sin(x÷Zy); г) cos(x+Zy).6. Перечислить свойства функций sinz, cosz.7. Доказать тождестваa) sin(z+π)≈=-sinz; б) cos(zφπ)=-cosz; в) sinx=-¿sh/’x; r)cosΛ = chZx.8. Проверить непосредственнно выполнение условий Коши-Ри­мана ДЛЯ функций βz, COSZ, Sinz.9. Установить связь между гиперболическим и тригонометри­ческим косинусом.10. Выразить через значения действительного аргумента shZ, chZ.
§ 7. МНОГОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ: ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ 

И СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ

Логарифм обозначается так'.
w = Lnz. (7.2)В определении логарифма была использована показательная функция ew t изученная в предыдущем параграфе. В отличие от вещественного случая лога­рифмы в комплексной области обладают следующим интересным свойством.Теорема 5. Всякое комплексное число, отличное от нуля, имеет бесконеч­

ное множество логарифмов.Доказательство. Запишем число w в алгебраической форме 
а z в показательной форме: W — U + іѵ,

и подставим в (7.1). Имеем
е-+іѵ=еІ,еіѵ^м eiArg2откуда следует

и = Argz. (7.3)(7.4)333 Кирьянова. 513т



Так как ∣z∣-вещественное положительное число, то логарифмируя (7.3) обычным способом, получим
и = lπ∣z∣. (7.5)Так как аргумент комплексного числа определяется неоднозначно (см. пример 2.2), то выражение (7.4) можно переписать в следующем виде

V = argz-{-2⅛π, k≈0, ±1, ±2,.., (7.6)где 0≤argz<2π.Подставим (7.5) и (7.6) в выражение (7.2)Ln z=w=u-∖-iv=ln∖z∖-^-iargz-∖-2kπi или Ln z=lnjz∣-}-zargz j-2∕v,π∕=^⅛ k=0, ± 1, ±2,... (7.7)Итак, мы получили, что комплексное число z≠0 имеет бесконечное мно­жество логарифмов w⅛, которые отличаются друг от друга на число, крат­ное 2πz.Пример 7.1. Найти логарифм числа і. ИмеемπLn і—і ~2~-{-,2kτti.Выясним, как изменяются логарифмы Wjvt если будет непрерывно изменять­ся число Z. Для этого введем в рассмотрение две комплексные плоскости Z и W. Если точка z опишет в своей плоскости некоторую непрерывную замк­нутую кривую γ (рис. 13), которая не проходит через начало координат и не содержит его внутри себя, то вдоль этой кривой ∣z∣ и argz будут изменяться непрерывно и вернутся к исходным значениям. Следовательно, Wfr тоже будут изменяться непрерывно. Поэтому после обхода точкой z контура γ Wfi вер­нутся к своим первоначальным значениям, что изображено на рис. 14.

Рис. 13 Рис. 14Если же точка z опишет замкнутую кривую, содержащую пулевую точку внутри (рис. 15), то аргумент z увеличится па 2π и каждое w∣i непрерывно перейдет в следующее wÄ+1 (рис. 16).*

* Обход кривой γ происходит против часовой стрелки.

Учитывая такой непрерывный переход одного значения логарифма в дру­гое при обходе начала координат, все значения логарифма мы будем рассмат­ривать как различные ветви одной бесконечнозначной функции, имеющей в на­чале координат особую точку, так называемую точку ветвления. Чтобы можно было каждое wk рассматривать как однозначную функцию выделяют отдельные
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ветви. Для этого поступают обычно так: в плоскости z делают разрез по отри­цательной полуоси * **. В этой разрезанной плоскости любой контур не сможет

* Можно делать разрез по любому лучу, выходящему из начала коор­динат.** Производную логарифмической функции можно было бы получить фор­мально, применяя формулу дифференцирования обратной функции.

Рис. 15 Рис. 16охватить начало координат (рис. 17). Это значит, что обход по любому контуру в этой плоскости не будет давать приращения аргументу, и каждый логарифмвозвратится к первоначальному значению. Вы­брав в какой-либо точке разрезанной плоскости значение аргумента и продолжив непрерывно со­ответствующее значение w =∖nz, мы получили то, что принято называть одной из ветвей логариф­мической функции. Главной ветвью логарифма принято называть ту ветвь, у которой аргументы вещественных чисел равны нулю.Главную ветвь будем обозначать Inz. Каж­дая ветвь логарифма однозначна в разрезанной плоскости. Покажем, что она аналитична. Рис. 17Так как одна ветвь отличается от другой на постоянную величину 2π ni, то достаточно показать существование производной у главной ветви. Восполь­зуемся формулой (7.7) и вычислим производную
£
dz

(ІП 2)= d_
dx

In г= — In ∖z∖ 4- і 
dx 1 1 '

d 
dx

arg*=

= — In^x2-Ty2-PZ — arc tg — = 
dx dx x 1 2x2 Λ2÷y2— ɪ _

X2 X t — у Z1 _L¿ x2⅛y2^ ÷z x1⅛y7 = "7T
X2
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II. Общая степенная функция. Логарифмическая функция дает возмож­ность ввести в комплексной плоскости степенную функцию
W=Zaс произвольным показателем (общую степенную функцию).Под степенной функцией с произвольным показателем

понимают функцию
В силу многозначности логарифма выражение za, определенное равенством (7.8) многозначно Его главным значением будем называть то, которое полу­чится, если подставим Inz вместо Lnz. При обходе но контуру, содержащему внутри себя начало координат, степенная функция получит новое значение, отличающееся от первоначального значения множителем e2πaz. Если a—целое положительное или отрицательное, то e2πai=l и функция za будет однознач- ной. Если а—рациональное число, т. е. a= _, {k,n-целые), то после обхода 

пвокруг начала координат п раз добавочный множитель обратится в единицу
kВ этом случае степенная функция zn имеет конечное число ветвей, равное

П. При a = ɪ
п

можно показать, что zn совпадает с корнем /z-ой степени изкомплексного числа, т. е. 1— пп 1 г—Z =J Z.В общем случае, когда a любое, функция za имеет бесконечно много вет­вей, каждая из которых дифференцируема в разрезанной плоскости.ІІ ример 7.2. Найти il. IIo определению
π2 главное значение величины г равно е

Вопросы и задачи1. Дать определение логарифма комплексного числа.. 2. Сколько логарифмов имеет комплексное число?3. Найтиа) Inl, б) ln(I+Zj∕3), в) ɪn(lɪi), г) ɪn(-z), д) ln(-3+4Z).4. Проследить за движением логарифмов wk, если точка z перемещается в своей плоскости вдоль окружности ∣z∣=2 по часовой стрелке.5. Что такое точка ветвления?6. Что такое ветвь логарифмической функции? Какими она обладает свой­ствами?
* Дробь

п
предполагается несократимой.36



8. Какая функция называется степенной?9. Сколько ветвей имеет степенная функция zα ?10. Вычислить a) 3i, б) (-1)'∖11. Повторить тему «Извлечение корней из комплексных чисел»*.
§ 8. ИНТЕГРАЛ В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА КОШИ. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА 
КОШИ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ1. Определение интеграла от функции комплексной перемен­ной и его основные свойства во многом сходны с определением и основными свойствами криволинейных интегралов по коорди­натам.Зададим на комплексной плоскости гладкую или кусочно­гладкую кривую в параметрической формеx=x(∕), y=τ,(O∙Умножив второе из уравнений на і и сложив с первым, по­лучим:Таким образом, эта же кривая может быть задана одним комплексным уравнением

z=z(f)Так, например, лежащая в верхней полуплоскости полуок­ружность X=/? с os /, y=/?sin¿ (0≤∕≤π) может быть задана комп­лексным уравнением z-Reit (0≤∕≤π).На линии z=z(t) введем ориентацию; предположим, например, • что начальной является точка А, соответствующая значению ∕≡≡α, а конечной —точка B1 соответствующая значению t≈b. Пусть (с) означает ориентированную указанным образом линию. Допустим далее, что на линии (с) задана непрерывная функция 
w=f(z}.Разобьем кривую (г) на п частей точками А = z0,z1,z2f.∙.zn=B и внутри каждой части выберем по точке ζk=ξk+iηk(k = l,2,...n) (рис. 18).
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Составим сумму
(^lt=zll-zl,-l),

которую мы будем называть интегральной-
TJJпределение 16. Предел, к которому стремится инте­

гральная сумма при условии max∣Δzzel→0, называется интегра­

* Если кривая (с) замкнута, то интеграл по замкнутой кри«Л обозначается следующим образом:

k
лом от функции /(г) по кривой (с) и обозначается символом

Можно показать, что при наложенных на функцию /(г) и и линию (в) ограничениях интегральная сумма, в самом деле, имеет предел.Свяжем введенный интеграл с вещественными криволиней­ными интегралами. Полагая
f(z)=u(x,y) + iv(xiy)и δ⅞=δ⅞+* δ5'⅛- мы находим, что

п п∑ /C⅛)δ¾ = ɪ [*√⅛,ηJΛx* →‰η*)Δy⅛]  +
п

Переходя к пределу, получим
∖f(z)dz=^u(xiy)dx-v(x,y)dy-∖-i⅛v(x,y')dx+u(x,y')dy. (8.1)

(с) (с) (с)Слева стоит интеграл от функции комплексного переменного, справа—два криволинейных вещественных интеграла.Основные свойства криволинейного интеграла в вещественной области переносятся на интеграл в комплексной области.
1 свойство: зависимость от ориентации кривой. Если направле­ние на кривой изменить на противоположное, то интеграл меняет знак, т. е. ʃʌz)d?= -ff(z)dz.

(AB) (BA)
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2 свойство: линейность. Имеем∫[α∕ι(z)+β∕2(2')l^=α∫∕ι(2)^z + ^fAz)dz

II. Формулы для вычисления интеграла. Пусть требуется вычислить интеграл
∖f(z}dz.(C)Воспользуемся тем, что этот интеграл можно свести к веще­ственным интегралам (8.1), для которых известны вычислитель­ные формулы. Будем предполагать, что кривая с, заданная урав­нением z-z(t), a<t<b, гладкая, т. е. существует непрерывная производная z'(∕)≠0.* Тогда

* Mk—длина дуги Zk~x Zk. ЧЛа

{c) (с) (с)

а II β—постоянные комплексные числа.3 свойство: аддитивность. Обозначим через O÷f2 кривую, состоящую из кривых c1 и с2. Тогда
∫ f(z)dz=( f(z)dz + ( f(z)dz.

(C1+C2) (C1) (C2)

Теорема об оценке модуля интеграла. Имеет место следу­ющее неравенство
∖f(z)dz ≤ f ∖f(z)∖dli (8.2)

(с) (с)где dl дифференциал длины дуги кривой с.Доказательство. Оценим по модулю интегральную сумму
п
Σ /G⅛)δ⅞ <ΣI∕O∣δ⅞i≤2∣∕O^∙II. *

Ä-1 ⅛=1Переходя к пределу, получим результат:
↑f{z)dz < ∖∖f(z)∖dl.

(с) (C)Следствие. Если /(z) ограничена, т. е. ∖f(z)∖<jM, а кривой с равна /, то I ∫∕(z)√2'<∕WZ.
'(C) 1

(с) длина(8.3)

(8.4)Действительно, по формуле (8.1) мы имеем
∖f(z)dz- ∖ιιdx—vdy+i∖udy + vdx.

(с) (C) (C)
>r<∙ - ''ɜ
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Переходя к параметру в правой части этого равенства, нахо­дим, что
ь

'z=^{u[x{t∖y{t)]x'(t)-'υ(x(t),y{tγ)y'(t)}dt+

⅛z ∫{zz(x(θ,jz(θ)j',(/) + rυ(x(f), y( t))x,(tγidt=
а

b b
с*  ~ t frb= j,[(zz+Ziφc'+(-v+iu)y,∖dt= if(z(t))z.∖t)dt.

а ааПример 8.1. Вычислить интеграл[Re zdzi
сгде дугой с является:1) прямолинейный отрезок, соединяющий точку О C точкой2) ломаная, состоящая из прямолинейного отрезка, соединяю­щего точку О с точкой 1, и прямолинейного отрезка, соединяюще­го точку 1 с точкой 1 ÷Z.Решение. 1) Уравнение отрезка, соединяющего точки О и 1÷Z в параметрической форме, имеет вид x = t; y = t, а в комплекс­ной z=(∖+i)t, τj∖e действительное переменное t изменяется от О до 1.Находими Z)Z](1 •+ ι)dt≈(∖ + Z)\tdt- 1+/о 22) Уравнение отрезка, соединяющего точки О и 1, в комплекс­ной форме z = t, где t изменяется от О до 1; уравнение в комп­лексной форме отрезка, соединяющего точки 1 и 1+Z, z=∖+it, где t изменяется OT О ДОІ.Итак,

• 1

+ UоПример 8.2. Вычислить <j> (z — a)ndz, где (с) есть кривая (¢)2 — a∖ = R, а — постоянное комплексное число, п — целое..
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Выберем положительное направление на кривой против часовой стрелки.Уравнение окружности с центром в точке а радиуса R име­ет вид Z
z-a=Ryt 0≤∕<2π.Откуда Z—а + Rezz.Воспользуемся формулой (8 2)

Q 2π 2π

(y(z-a)ndz== ∫(Re,7)zzRiezzi∕∕=^-/?,г+1/ ^ei⅛n^dt=
(с) о ó

Rn+4 eit(n + l) 
z(n~pi) если ∕z≠-12π∕, если П— — 1.

III. Основная теорема Коши. Если функция f(z) аналитична 
в односвязной области А, то

§ f(z)dz=0,
(с)

(8.5)
где с —произвольный контур в области D.Доказательство. Запишем интеграл ∖f(z)dz по формуле

(C)(8.1) -
£ f(z)dz= udx--<υdy+i^ udy + tυdx.
(C) (с)Каждое слагаемое в правой части представляет собой криво­линейный интеграл по замкнутому контуру от вещественных функ­ций. Известно, что эти интегралы равны нулю при следующих ус­ловиях: 

ѵ(х, у)
непрерывные первые производные функций и(х, у) и должны быть связаны соотношениями вида

ди дѵ
y~-~~ ¿pc~ для первого слагаемогои
ди дѵ Для второго слагаемого.Эти соотношения представляют собой условия Коши—Римана для аналитической функции f(z) и поэтомуJp f(z)dz≈0.

(с)Теорема доказана.Распространим эту теорему на случай многосвязнои области. Рассмотрим многосвязную область D, ограниченную внешним 41



контуром C0 И внутренними-контурами Cl, C2, ... cn (рис. 19). Пред­положим, что функция f(z) аналитична в области D.Обозначим
jf{z)dz
ckинтеграл по контуру ck, проходимому против часовой стрелки.

Сложный контур, являющийся границей данной многосвязной области и состоящий из контуров c0, Ci, с2, ... сп обозначим Г. Бу­дем считать положительным то направление, при движении по ко­торому область D остается слева. Тогда интеграл по контуру Г будет равен сумме интегралов по контуру с0, проходимому против часовой стрелки, и интегралов по контурам Cι, c2, ... ctvt проходи­мым по часовой стрелке:
§ f(z)dz=§ f(z)dz-j f(z)dz- ...—f f(z)dz.
r f(J cJ спОсновная теорема Коши будет распространена на случай мно­госвязной области, если будет показано, чтоf f(z)dz-^.

гСоединим контуры, образующие сложный контур Г кривыми '[и 7?, ∙ ∙ ∙ 7/Z’ как показано на рис. 18. В результате получилась од­носвязная область, в которой f(z) аналитична. Следовательно, можно применить теорему для односвязной области. Интегралы по кривым γ1,γ2' • • • 7« уничтожатся ввиду того, что интегрирование по каждой из этих кривых будет производиться два раза в проти­воположных направлениях. Останутся лишь интегралы по конту­рам C0, C1, ... сп, т. е.
[ j∖z)dz-'{f(z)dz- ... — f f(z)dz=G (8.6)

(<Ъ) (Ó) (<)или
∖f(z)dz≈G
Ги теорема для многосвязной области доказана.42



Равенство (8.6) можно записать в виде
§f(z)dz==§f(z)dz+§ f(z)dz-∖- ... + <£ f(z)dz. (8.7)
c° C1 c* cnВ частности, если функция f(z) является аналитической в двусвязной области (рис. 20), то из (8.7) следует

fyf(z)dz= jf(z)dz. (8.8)
(C0) fcí)

IV. Интегрирование функциональ­
ных рядов. Рассмотрим функциональ­ный ряд

S(z)=∕ι(*)+Λ(z)  + • ■ • +/„(*)  + •..,определенный в некоторой области комплексной плоскости.∞
Теорема 6. Если функциональный ряд S(z)= Σ ftt(z) схо­

дится правильно на некоторой кривой с и члены fn(z) непре- 
оывны, то ряд можно интегрировать почленно, т. е.

^S(z)dz≈ ∖fAz)dz+^f2(z)dz+ ... + ∫Λ(h)⅛+ ...
(C) (C) (C) (C)Доказательство проводится так же, как в аналогичной теореме в вещественной области.

V. Интегральная формула Коши.
Теорема 7. Пусть функция f(z) аналитическая в области D, 

ограниченной контуром с, и пусть точка z лежит внутри контура с. 
Тогда функция f(z) представима в следующей форме (8∙9)

(с)Замечание. Если точка z лежит внутри контура с, то инте­гральная формула Коши дает возможность найти значение анали­тической функции в любой точке области по значениям функции на границе этой области. Если же точка z лежит вне контура с, то функция ~~z по переменной ζ аналитическая внутри контура с и по основной теореме Коши интеграл равен нулю.Доказательство. Рассмотрим функциюАОЭта функция представляет собой отношение двух аналити­ческих функций, значит, она голоморфна везде, кроме точки ζ=Z. Окружим точку Z S-OKpeCTHOCTblO (рис. 21). 43



По следствию из теоремы Коши (8.8) можно записать: f φ(ζ)^ζ= f φ(ζ)tfζ (с) (с )εили <s∙i°>
(Ce)Преобразуем правую часть последне­го равенства следующим образом c= τz⅞∑z‰+ t≡dr⅛ c~z ⅛<→Имеем (см. пример 8.2)

(Cε) (Cε) 4,Из (8.10) мы получаем: (8.11)Оценим интеграл
Так как дробь
при ζ близко К Z существует, то

∕K)-√(*) ζ-zприближенно равна f'(zy), а производная
Тогда, на основании оценки модуля интеграла

Л <M2πε.(⅛Устремляя в равенстве (8.10) ε κ нулю, получим ^≡Λ=2π∕∕(z).
(C)Откуда
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Теорема доказана.Пример. 8.3.Найти
'її'*  

f ' ζ-i "

∣ζ-2ι∣=4Данный интеграл дает значение числителя подинтегральной функции в точке і умноженное на 2πz.-ɪe . πC Є . 1 2Ф ^<ΞΞ7- dr^-2τtie = iZrii-—2π.
∣ζ-*2i ∣=4 '' ~

Вопросы и задачи1. Какие линии заданы уравнениямиa) z=∕(lφz), б) Z=U cos/+¿£ siι√, в) z≈fφ ɪ
0<∕<oc π i 3π —oo<Z<0 *

-2^2г) z=∖-itf д) z=i2+z∕4?
0≤∕≤2 -∞<∕<∞2. Сформулировать определение интеграла от функции комп­лексного переменного по кривой.3. Какими свойствами обладает этот интеграл?4. Как можно оценивать модуль интеграла?5. Вычислить ∫ ɪɪnzr/z. Если путь интегрирования:

(с)а) является прямолинейным отрезком, соединяющим точку О с точкой 2÷z;б) состоит из прямолинейного отрезка, соединяющего точку О с точкой і, и прямолинейного отрезка, соединяющего точку і с точ­кой 2+z.6. Вычислить ^∖z∖dz.
(C)

с есть полуокружность радиуса 1 с центром в начале коорди­нат, лежащей в верхней полуплоскости, причем точка —1 являет­ся начальной, а точкой 1 — конечной.7. Сформулировать и доказать основную теорему Коши для односвязной области; для мпогосвязпой области.8. В чем заключается основной смысл интегральной формулы Коши?9. Вычислить
J Z—2Z ’
(с)где с: имеет уравнение ¡г|=3. 45



10. Вычислить ʃ Sinzdz J Z і Ігде с: ∣z+zl=3.11. Вычислить
ezdz 

z(z—2i)1где с: Iz-3/1=2.
§ 9. Разложение в степенные ряды аналитических функций. 

Нули и полюсы. Ряд Лорана.I. Ранее было показано (см. § 5 теорема 4), что рядCo+c1(z-α)+c2(z-а)2+ . . . +cn(z-a)n+ . . .представляет собой аналитическую функцию в круге сходимости. Пусть теперь f(z) аналитическая функция в круге. Можно ли эту функцию представить в виде степенного ряда? Ответ дается сле­дующей теоремой.
Теорема 8. Всякую функцию f(z) аналитическую в круге с 

центром в точке а можно разложить в степенной ряд по степеням 
(z—а) единственным образом.Доказательство. Воспользуемся интегральной формулой Коши (8.9) (9.1)
где cr окружность \z—α∣ = Z?.Выпишем так называемое ядро интегральной формулы и пре­образуем его

Рис. 22

1 = ________ 1_____ __ = 1
'Ç—Z ζ-a-(z-a) ζ—a 1z—
Так как точка z лежит внутри круга, то ∣z~a∣<∕? между тем, как ∣ζ-al = R (см. рис. 22). Поэтому

Z—а 
ζ-a <1.Воспользовавшись формулой геометрической прогрессии, пред­ставим ядро в виде ряда (9-2)
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Подставим это выражение в (9.1)
∞X? 1Ряд Л------ сходится правильно на окружности cp.

∕2 = θC^-ot)Так как после умножения на /(ζ) членов ряда правильная сходимость не нарушается, то ряд 2 √- ∏ ÷1, можно проинтег-∕z = 0 (С — ɑ) рировать почленно. Таким образом получаем:
/Z = O с. '∙s >

R

(9.3)или ∞/Щ= “)". (9.4)∕z = 0где c = J- C асn 2πZ J(r_a)"+1“- (9.5)Единственность полученного разложения следует из теоремы единственности § 5.Замечание. Если функция f(z) аналитическая в произволь­ной области D, то разложение ее в степенной ряд (9.4) будет иметь место в максимальном круге с центром в точке а, пол­ностью принадлежащем D.Следствие. Аналитическая функция имеет производные лю­бого порядка.Действительно, аналитическая функция в круге представима степенным рядом, который можно дифференцировать бесконечное число раз (см. теорему 4).Сравнивая различные формулы для вычисления коэффициентов степенного ряда (9.5) и (5.14) можно получить интегральное пред­ставление производных от аналитической функции:/(")(α}= f 7‰ dC. (9.6)7 v ' 2πz J(ζ-α)"÷1 v 7
ckПример 9.1. Функцию w=-ɪ разложить в степенной ряд и определить радиус сходимости.а) в круге с центром в нуле;б) в круге с центром в точке —1.Решение. Разложим функцию по степеням z-L = — -ɪ = —1 -Z-Z2- . . . —zn— . . .
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Ряд сходится в круге радиуса /?і = 1, так как в точке z—\ функция -ɪ не аналитична (рис. 23),

I

б) Чтобы разложить функцию -ɪ- по степеням г-hl, представим ее следую­щим образом
1 12 2-4-11 - 2 ⅛×

X (. + ⅛ + ⅛ii,∣-+¾5 + ...)•
Радиус сходимости в этом случае 7?2 = 2, ибо в точке z=≈l функция неаналитична (рис. 23).

II. Нули аналитической функции.
Определение Г/. Число г0 называется нулем (корнем) 

аналитической функции rw=f(z), если f(z0)==⅛.
Определение 18. Число Z0 называется нулем кратнос­

ти п, если

а ∕<'‰)≠0∙Если /2—1, то Z0 называется простым нулем.В окрестности нуля аналитическая функция имеет интерес­ное представление, к рассмотрению которого мы переходим. Пусть Z0—нуль функции f(z). Рассмотрим круг с центром в точ­ке z0, где f{z) аналитическая. В этом круге f(z) можно пред­ставить в виде степенного ряда/(z)==∕(z0) + (2→o)-∣- ∙4r^^~^)2+∙∙∙+Если Z0 корень кратности п, то соотношение (9.4) принимает вид л*)=  -⅜k a→<y,+ζ', χ1⅛0∙ (^-⅞),,+1+ -Вынесем множитель (z-z0)n за скобки и получим/"’(А.) , /" + υ(⅞) , ЧІ­ЛІ ^t^ («-{-І)! ( 0?Г.........f(z)=(z-z0)nПоложим O-20) + ...=φ(z).
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Тогда /(z) будет иметь видД2) = (г_ Z0)"φ(z),причем φ(z) не обращается в нуль в точке z0, ибо ⅛.)-i⅞i≠0.Таким образом доказана теорема.
Теорема 9. В окрестности нуля Z0 кратности п аналити­

ческая функция представляется в виде произведения

f(z)≈(z-za}n<i(z), (9-7)
где φ(z) тоже аналитическая, и φ(zo)≠O.Справедливо и обратное утверждение: если функция /(г) представляет в окрестности Z0 в виде/(z) = (z-z0)"φ(z), где φ(zo)≠O,то Z0 есть функция /(г) кратности п.

III. Полюсы аналитической функции.
Определение 19. Точка Z0 называется полюсом анали­

тической функции f(zy), если она является нулем функции ʃɪ.
Если z0-нуль кратности п функции -~i то функция f(z)

J∖Z)
имеет в точке Z0 полюс п-порядка. В случае п=1 полюс на­
зывают простым.Пусть Z0 является полюсом /¿-порядка. Выясним характер поведения функции /(z) при приближенииДля этого воспользуемся теоремой 9 иформуле (9.7) в окрестности z0. Имеем

Z К Z0,
1представим ʃʊ- по

гдеТогда
_ɪ- ==(z-20)"φ(2)j

cρ(⅞)≠θ∙
(z→0),⅛(z)*∙Если Z стремится к z0, то выражение стремится к неко­торому числу, отличному от нуля, а дробь -—неограничен- l.2 2o)но растет по модулю. Следовательно, l∕(z)∣ также неограничен­но растет и поэтому в точке Z0 нарушается аналитичность, т. е. Z0 оказывается точкой разрыва /(z).
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IV. Ряд Лорана и особые точки аналитической функции. Пока­жем, что в круге с центром в полюсе Z0 функция ¡(z) представима в виде суммы некоторого ряда, который можно рассматривать как обобщение ряда Тейлора. Предположим, что в рассматриваемойокрестности точки Z0 функция не имеет других нулей кроме1 Ѵz0. Тогда в этой окрестности будет аналитической и ее можно разложить в степенной ряд:
-(jj-=⅜+βι(2-⅞)+02(2:-^)2+...Для функции /(z) будем иметь следующий ряд

M= = + -+ ⅛ +¾+fl^÷><2→∙)+который можно также записать в виде
Этот ряд отличается от ряда Тейлора тем, что содержит от­рицательные степени (z—z0). Такой ряд называется рядом Ло­

рана. Сумма всех членов ряда, содержащих отрицательные сте­пени (z-z0), т. е.
называется главной частью ряда Лорана, а ряд+ ---^0) + ^2(^ Z0)2÷ •••называется правильной частью ряда Лорана.Пример 9.1. Рассмотрим функцию f(z)≈ . В точке z—Офункция имеет полюс второго порядка. Разложив эту функцию по степеням z, получим

Главная часть данного ряда Лорана состоит из одного члена -⅛, а правильная часть есть ряд:_ JL I ≤ --÷2! ^r 4! 6! ~ ”*• Вообще говоря, главная часть ряда Лорана может иметь беско­нечное число слагаемых.50



ɪ
ZРассмотрим, например, функцию w = e . Пользуясь известным показательным рядом, разложим эту функцию по степеня^ z

e ='÷7÷ 2!z3 — ÷ ,,• ∙ ∙Мы видим, что главная часть полученного ряда Лорана содер- 1жит бесконечное число членов. В то же время у функции е в точке Z = O нарушается аналитичность.Итак, ряд Лорана отличается от ряда Тейлора тем, что содер­жит главную часть, которая возникает за счет того, что в центре разложения у функции, представимой рядом, нарушается условие аналитичности. Точки, в которых нарушается условие аналитично­сти функции называются особыми точками аналитической функ­ции. Особая точка называется изолированной, если в ее окрестно­сти нет других особых точек.Полюс является изолированной особой точкой. В окрестности полюса главная часть ряда Лорана содержит конечное число чле­нов. Наибольшая по абсолютной величине отрицательная степень члена в главной части определяет порядок полюса. Так у функции cos z n—2~ в точке z = 0 — полюс второго порядка и главная часть ряда Лорана такова: ɪЕсли главная часть содержит лишь одно слагаемое, то полюс— 
f>z 1 z -,простой. Например, функция — = — +1+ +• имеет в нулепростой полюс. Отметим следующий важный факт.

Теорема 10. Конечное число членов в главной части ряда 
Лорана в круге с центром в Z0 определяет в точке Z0 полюс и толь­
ко полюс.Доказательство. В одну сторону теорема доказана. См. (9.8). Покажем в обратную сторону.Предположим, что ряд Лорана с центром разложения в Z0 имеет вид

c-(n-l)

(Z—Z0)"-1 Z-Z0
+ + + + (Z-Z0) + ...Вынесем в правой части за скобки (z—z0)n получим (9.9)где ∕7(z)-аналитическая функция, которая имеет вид:∕7(z) -υ(z-zυ)⅛....I--C-I (z-z0)"-1 + i∙0(~-Z0)" ++ C1(Z-Z0)" + 1 + ... 51



Полученная дробь (9.9) несократима, так как F(z,i)=C-n ≠0.Итак, теорема доказана.
Определение 20. Если главная часть ряда Лорана содер­

жит бесконечное число членов, то особая точка называется суще­
ственно особой.Примером существенно особой точки является Z=Q для функ*  цине*.  При приближении к существенно особой точке по раз­личным направлениям функция стремится к различным пределам.Например, если рассмотреть ew==ez и устремить z к нулю по

1положительной полуоси, т. е. z=x→Q, к бесконечности. Если z устремить к
1

то е λ будет стремиться нулю по отрицательнойполуоси, т. е. Z = — x→0, устремить к нулю по
Z = ± Zy→O, то функция е

то е x стремится к нулю, а если z мнимой оси (сверху или снизу), т. е. 
1 1 Z— --- ;— і —
z = e±iy =e y остается ограниченной помодулю

і

Вопросы и задачи1. Сформулировать и доказать теорему о представлении анали­тической функции степенным рядом.
ɔe2. Разложить в степенной ряд Σ cnztl следующие функции и найти радиус сходимостиa) sin2z, б) ch2z, в) ⅛≠0, г)д) Найти первые 5 членов разложения в ряд по степеням 

Z rW=ez3inz .3. Дать определение нуля аналитической функции.4. Как представляется аналитическая функция в окрестности нуля?5. Что такое полюс аналитической функции?6. Как связаны между собой нули и полюсы?7. В чем отличие ряда Лорана от ряда Тейлора?8. Можно ли утверждать, что ряд Тейлора является частным случаем ряда Лорана?9. Разложить в ряд Лоранаа) —Ц- в окрестности z=Q,
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1б) z2ez в окрестности zɪθ,
1в) (31~2b окрестности z=Λ>г) cos-ɪ- в окрестности 2=≡0.10. Найти особые точки функций, выяснить характер особых (существенно особые точки или полюсы):точек

î
a) Z_Z3 > 6) 'l-∣-z4 ’ В) (1—г)2’ ɪɔ ze z> sin Z ’

е) cos z 4 . 1 - 1, Ж) Siny + ¿2.Zi

ВЫЧЕТАХ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ§ 10. ТЕОРЕМА ОВ этом параграфе приложений понятие вычета. Роль вычетов в примененияхмы введем очень важное для практиче-I.ских теории функций комплексного переменного состоит в том, что они существенно облегчают вычисление контурных интегралов и неко­торых типов определенных интегралов от действительных функций.
Определен и е 21. Вычетом функции f(z) относительно изо­

лированной особой точки называется интеграл ɪɪ (J) f(z)dz, (C) 
где с—любой контур, охватывающий Zq и не содержащий внут­
ри себя других особых точек. Вычет обозначается следующим образом: Res7o /(Z)=BbIHz0 /(z) = ɪ ff(z)dz.

(с)

Теорема Коши о вычетах. Если аналитическая функция 
имеет внутри замкнутого контура γ конечное число особых 
точек zi, z2,...zni а на самом контуре особых точек нет, то∙^∕(z)dz=2π∕{BH4zι∕(z)⅛ Bb¾2∕(z)+ ... +Bbi4z4∕(z)}. (10.1)

(T)Эту теорему можно рассматривать, как обобщение основной теоремы Коши на случай, когда внутри контура имеются изоли­рованные особые точки.Доказательство. Окружим особые точки zx, z2,...zn кружками так, чтобы эти кружки не пересекались между собой и с контуром γ (рис. 24).
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Тогда по основной теореме для многосвязной области интер­вал по контуру γ будет равен сумме интегралов по окружнос­тям ci построенных кружков, т. е.
=2ш ɪ] BbI4z,∕(z).

Í-1 1Итак, теорема доказана.
IL Связь вычета с рядом Лорана. Покажем, что вычет /(г) в точке г0 ра­вен коэффициенту с-i лорановского ря­да по степеням (z-z0)

BbI4* 0 f(z) = C-i.Действительно, разложим функцию f(z) в ряд Лорана в кру­ге с центром в точке Z0/(∙Z) = C0 + i'l('∙2-20)+c2(z-Zo)2 + ∙-∙ + -ɪɪ + (-~}з +-.Найдем вычет, используя это представление. По определе­нию BbI4¾∕(z) = ɪ(f)/(z)dz.(ИВ качестве с выберем окружность радиуса г с центром в z0, ИмеемВычго /(г)(см. пример 8.2.).Пример. 10.1.Имеем 2Найти Выч0£ г.

Найти Выч cos ɪ.
ZПример 10.2.
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Так как
C0S z ɪ ζl∖zi + 4!ziТО Вычл cos ɪ =0.

υ Z

III. Вычисление вычета относительно полюса. Так как теорема Коши о вычетах позволяет свести вычисление контурных интегра­лов к вычислению вычетов, то полезно научиться вычислять выче­ты. Последние находятся без труда в случае, когда особая точка функции есть полюс.Пусть сначала Z0 простой полюс функции. Тогда в некотором круге с центром в Z0 имеет место разложение/(z)- 7∑⅛-+co + fι0~2o)+••••Откуда /(Z)(Z→0)=C-1⅛C0(Z-Z0) + C1(Z-Z0)2 + ∙..и, следовательно,с_і =BbiMzJ(Z)=Hm /(z)(z-zl,).
Z→Zq

(10.2)
Пример 10.3. Найти Bbi4i∙--2∙~γ-.Имеем (z- Z)=lim

z→ι

Z—і
(z-i)(z]i)Вычисление вычета еще более упрощается, если /(z) имеет

Bbi4iF^ï

ВИД

f(z)~} ψ(z},где φ(zo)≠O, a ψ(z) имеет простой нуль при 2=z0 (т. е. ψC⅞) = O, ψ,(-^o)≠O).Тогда Z-Z0 является простым полюсом функции /(z) и но формуле (10.1) получаем
= Iim ⅜(*)_____

⅛(z)-⅛(z0)
= τ⅛)ψ W ’ (10.3)

Z-Z0
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Пример 10. 4. Определить
TZZSin —ВыЧі 2

Z2-I ’По формуле (10.3) получаемSin —Вы Чі 21 =1 z2-1 sin —2 —ɪ2 ~ 2’В случае, когда Z0 полюс кратности ∕z(zz>l)5 имеем в круге с центром в Z0 разложение
Z0γi ÷∙ ∙ ,÷ 'z^^z0 ÷fo÷6,ι(^^-i7) + ∙∙' Откудаʃ(z)(z^ Z0)n~C-n + C-(n~ ↑)(z Z0)+ ... + C- ι(z <z0)π~^1 -{■••••

(z (z -∕)3(z+z)3
1 d2 1 1 Зі~~lim2! dz2 (z+i)* Vi ~^ 16’

Дифференцируя почленно п—\ раз, получим:
lf(z)(z zo)] _(/¿„і)! c..14-Λz(∕χ- 1)...2c0(z-z0)+...

dzn~iи, наконец, при z→z0 
или (10.4)Пример 10.5. Определить вычет функции —-^ŋɜ- относи­тельно точки z≈l. Точка z==i является полюсом третьего поряд­ка данной функции, так как 11(z2+l)3 (z-√)3(z+Z)3 *В соответствии с (10.4) получим: 1

1
Пример 10.6. Определить Выч0 ɪ.
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Так как -2- представляет собой Лорановское разложение функ- ции в окрестности нуля, то сразу видно, чтоВыЧ(Д =C-ι=0,ибо z~λ отсутствует. Заметим, что в примерах часто можно по­лучить ответ, не привлекая порой громоздких вычислительных формул.
IV. Применение вычетов к вычислению определенных интегра­

лов. Мы рассмотрим здесь только один случай, а именно вычисле­ние интегралов по всей оси.
OOПусть требуется вычислить несобственный интеграл C j∖x)dx.</

-OOОтносительно подынтегральной функции f(z) предполагается:1) что она является аналитической в верхней (или нижней) по­луплоскости за исключением конечного числа особых точек Zif 
Z2, ..., Z п, причем на оси х особых точек нет,2) maxl∕(z)∣lz∣→O при lz∣→∞.Тогда имеет место следующая формула

(10.5)
Доказательство. Возьмем интегрирования, изображенный на вспомогательный контур Г% рис. 25, где BCA полуокруж-

ность радиуса R с центром в начале координат. Выберем радиус 
R столь большим, чтобы все особые точки функции/(г), находя­щиеся в верхней полуплоскости, попали внутрь этого контура.
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Тогда
^>f(z)dz-≈,2τd } ι Вычг/ f(z).

rR >0Интеграл в левой части можно разбить на два И x)tfλ'+ Ç f(z)dz=2πi У Вычг,/(г). 
-/? ßCA Imz. > ООценим интеграл по верхней полуокружностиI [ f(z)dz ∣≡≤max∣∕(2)lπ∕^==π maxl∕(<z)∙ ∣z∣. BCAНо по условию 2) max l∕(z)∣ lz∣→0 при /^→∞. Устремляя R к бесконечности, получим

f dxJ (^+υ2*Пример 10.7. Вычислить—∞Подынтегральная функция имеет две особые точки—полюсы 
zl=i и Z2=-і. В верхней полуплоскости лежит полюс zx=i. По формуле (10.5) находим_J(Ä)-=2TC/BbI44-?Tö2 =

Укажем еще один тип определенных интегралов, которые мож­но вычислить с помощью вычетов. Пусть требуется вычислить∞
ʃ eimxf(x)dx m,>0.—соОтносительно f(x) будем предполагать следующее:1) /(г) —аналитическая в верхней полуплоскости за исключе­нием конечного числа особенностей;2) maxl∕(z)l→0, когда ∣z∣→∞.Чтобы применить предыдущую методику достаточно показать,что

I f eimzf(z)dz 
'(c∕?)

→0 при lzl = 7i→∞.
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То что это действительно так, вытекает из леммы Жордана, формулировку которой мы приведем.
Лемма Жордана. Если f(z) аналитическая в верхней полу­плоскости и max l∕(z)l→0, когда ∣z∣→∞, тоC eimzf(z)dz→Q при/?—Izl→∞.

BCAПример 10.8. Вычислить ( -0s-⅛^λ,t l J X24 9

ч 2Д) cos

оПреобразуем интеграл так, чтобы можно было приме­нить лемму Жордана∞ ∞ ∞ ,Г cos Зх , If ŋθɛ Sxdx 1 тл C e3ixdxJ x=+9 2^ J = ɪ Re J =
) -QO 1 -QO 1

∞Пример 10.9. Вычислить C x sinx dxJ (x2÷l)(%2+25)∙Преобразуем этот интеграл так, чтобы можно было приме­нить лемму ЖорданаOO OO(’ ɪsinɪr/ɪ Г xeιxdx_¿(x2+l)(x2+25) ~lm_¿(^ + l)(x2T2o) “
—Im 2πz Bbi4z∙ (z5+1)(z≡+25) ÷βbl45i (z2+l)(z,+25)

= Im2πZ 24 Ti —24 • 2 ∙ 5z+
Вопросы и задачи1. Дать определение вычета.2. Сформулировать и доказать теорему Коши о вычетах.3. Вывести формулы для вычисления вычетов: а) относительно (простого полюса; б) относительно полюса порядка /г.4. Найти вычеты относительно особых точек6) z(l-г2) ’ в) tg г= Sin Z cos г , О 1___Sin Z ’. • 1 е) Sin —.Z
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5. Вычислить интегралы, считая, что обход замкнутых конту­ров происходит в положительном направлении
a) c"∙ χ2

(f) Z1 ψ 1

’ ¿(г-1)(2-2)2 c∙6. Найти определенные интегралыa) C ',rf
7 .) d-}-COSφ

О

on
fi) .V(.v≈∣

— 00 v 1

(α>l). Указание: положить e⅛-z;

xdx1x4 l,ɜ)ɪ' П) ∙i'
OO

X2Jx 

(Xj-H)a ’
оOO

v Г XSilUXж) —<rτττ, J Xu-S-Ir 
о 1

§ 11. ПРИНЦИП АРГУМЕНТАВ некоторых приложениях большой интерес представляет ре-І шепне следующего вопроса: имеет ли данная аналитическая функ­ция f(z) нули пли полюсы внутри фиксированного контура /? К со­жалению, ответ на этот вопрос получить в общем случае невоз­можно. Однако можно довольно простыми соображениями опреде­лить разность между числом пулей и полюсов внутри контура. В некоторых конкретных случаях это оказывается достаточным. Ограничиваясь случаем рациональных функций, приведем здесь решение этого

OO
~χ (* XSlll XdX
λ' J х2—2х | 10 ’

— OO

(а и /?—действительные числа)

Начнем с простейших рациональных функ-вопроса.

Далее рассмотрим нится аргумент w при как

Рассмотрим функцию w = z—а. Заста­вим точку Z обойти контур /. При этом возможны два случая 1) точка а нс ле­жит внутри контура I. При этом обходе 
W вернется к прежнему значению. 2) Пусть теперь Z обойдет контур I, содер­жащий внутри себя точку а, и вернется в исходное положение (рис. 26). При этом аргумент w получит приращение 2π. Результат запишем следующим образом ∆z arg w=2π.функцию ιw-(z-d)n выясним, как изме- обходе контура Z с точкой а внутри. Так
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то ∆zarg(z-∏)',=2π∕z.Это значит, что в плоскости w конец вектора w—(z—a)n п раз обходит начало координат, если в плоскости z конец век­тора z обходит контур / с точкой а внутри. Если взять функ- 1»ціно w= ——, то при обходе точкой z контура / аргумент w по- лучит приращение —2π. Это видно из того, чтоargw-∙=-arg(z-tz).Предположим, что дана функция
где P(z) и Q(z) многочлены.На плоскости z нарисуем замкнутый контур /, не проходящий через пули P(z) и Q(z) (рис. 27). Предположим, что точка z обой-

Рис. 27дет контур / и вернется в исходное положение. Поставим вопрос, сколько раз точка w обойдет начало координат в плоскости w? Другими словами, какое приращение получит argj(z) при обходе точной z контура /?Пусть многочлен P(z) имеет внутри контура нули
cιl кратности /zɪ,«2 кратности ∕z2,
cιr кратности ∕zr;и вне контура Ct1 кратности vɪ,α2 кратности v2, αp кратности ѵ . 61



Обозначим нули знаменателя Q(z) внутри контура I

bλ кратности pl,

b2 кратности р2,• •••••*
bs кратности ps,.и вне контура β1 кратности π1,β2 кратности π2, 
βσ кратности πσ.Заметим, что нули знаменателя — это полюсы функции f(z).Для решения поставленной задачи разложим числитель и зна­менатель на множители

B(z-bifi.. (2-^)p∙s(2-β1)πι...(2J-βσΓσТогда Mrg∕(z)==2π[∕z1+rt2+.,.+∕z,.-(A+∕⅞+∙.∙+Λ)]или Δzarg∕(z)=2π(N-Р).соотношение называется принципом аргумента. Оно озна-Эточает, что изменение аргумента функции f(z) при обходе замкну­того контура / в положительном направлении равно величине 2π (N—Р), где N — число нулей функции f(z)i a P — число полюсов этой функции, попавшие внутрь контура (I), включая их крат­ность.Пример 11.1. Найти приращение аргумента функции /(г)= 
Z2 — ςlz +■ 1= ^2ΞqQ7T24 ПРИ °^ходе в положительном направлении точкой 

Z окружности: \z—4∣ = 1. Разложим числитель и знаменатель функции /(г) на множители:
If(z)=_____ ⅛___ŋ!____—Л) (2-4)(z-6) ,Так как внутрь окружности попадает лишь полюс 2 = 4, тоимеем ∆arg∕(z)=-2π. 

Вопросы и задачи1. В чем заключается принцип аргумента?2. Как сформулировать принцип аргумента для многочлена?62



3. Найти приращение аргумента функцииг2—5z⅛6 гЧЙпри обходе точкой Z окружности:а) lz÷Z∣=l,б) іг—4|=3.
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Сходится абсолютно (0,2π)Существование предела определения функций 
ѵ=(х, у)Пример 3.6 длина ной, наТак что справедлив числом находимобласти сходимости 

Z~aɪ 4-W+∙∙∙+k,,∣+∙∙∙(6-7)
ez'1При Ot =  можноr пВИД Z 
А определенный любой голоморфна P'.CcO (8.10). Если основной смысл интеграль­ной формулы|г—ot∣=/?1(ζ-α)" + 2 /(C)(C-η)"+1 Í 
ck 2+1 (Z-Z0)" представляет есть функция если она то функция

Сходится [0,2π) Существование ненулевого предела определения для функций Следует поменять местами обе половинки рисунка ü(x, у) Пример 3.5 длине ной к Справедлив числом: Находимкругу сходимости z=ot;Г2 Г3 l+''+^2Γ+^3Γ +- (6.4) 
(ezYМожно вид: 
D сходящийся этой аналитична

, если интегральная формула ∣ζ—a∖=R из круга аналитич­ности(g—Qt)" (ζ-≈)"+1 /(C)(Z - а)" (ζ-≈)π+*Г» ʌс7?2-j-l 
(2—Zo)4 ... представляется есть нуль функции если Z0 то говорят, что функция
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42
2 снизу т. е.⅜ __ flιIO сверху (Z-Z0)" (Z—zn)π+15 снизу (г—Z0)'1 получим8 сверху функция стремитсяI—2 сверху интервал9 снизу a-λ 

i*I снизу«/ ʃ
cRIl снизу WІЗ снизу попавшиеІЗ снизу включая

и
aQ____________«______________ al____________(z—z0)n (z—Zu)"'*(z—zʃ; получим: функция может стре­митьсяинтеграл

argw попавших с учетом
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